
 
 

บทที่ 3 

ระเบียบวิธีวิจัย 

 

3.1 เครื่องมือท่ีใชในการวิจัย 

3.1.1 ตรรกศาสตร (logic) 

 เนื่องจากงานวิจัยนี้เปนงานวิจัยที่มุงจะศึกษา ความรูตามโครงสรางคณิตศาสตรโดยไมไดให

ความสําคัญกับการนําไปใช ซึ่งเราเรียกการศึกษาคณิตศาสตรดังกลาว วา คณิตศาสตรบริสุทธิ์ (pure 

mathematics) มีหลายแขนง เชน พีชคณิต (algebra) ทอพอโลยี (topology) หรือการ วิเคราะห 

(analysis) เปนตน การศึกษาเก่ียวกับก่ึงกรุปก็เปนหัวขอหนึ่งในสายพีชคณติ และโดยท่ัวไป ไมวาจะเปน

จะศึกษาคณิตศาสตรเร่ืองใดก็ตาม จะตองรูจักกับระบบทางคณติศาสตร (Mathematical system) ซึ่ง

ประกอบไปดวย องคประกอบสําคัญ 4 สวนไดแก 

1. พจนอนิยาม (undefinedterms) คือคําที่คนสวนใหญเขาใจตรงกันวาหมายความวาอยางไร

แตเกิด ความยากลําบากที่จะใหความหมายใหรัดกุม จึงไมมีความจําเปนตองอธิบายความหมายอีก เชน 

จุด เสนตรง เซต เปนตน พจนในลักษณะนี้จําเปนตองมีในคณิตศาสตรทุกแขนงเพราะการที่จะให

ความหมายของสิ่ง ๆ หนึ่ง จะตองใชคําที่ทราบความหมายหรือเขาใจตรงกันแลวมาใชอธิบายหากไมมี

พจนดังกลาวก็จะไมมีคําตั้งตนสําหรับใช อธิบายความหมายของคําอ่ืนๆซึ่งก็จะเกิดคําถามถึงความหมาย

ของคําตางๆอยางไมรูจบ  

2. บทนิยาม (definitions) คือการใหความหมายของคําท่ีจะใชศึกษาในเร่ืองใดเร่ืองหนึ่งโดย

อาศัยพจน อนิยามหรือบทนิยามที่กําหนดไวกอนหนานั้น เชน รูปสามเหลี่ยมหนาจั่วคือรูปสามเหลี่ยมที่

มีดานเทากันสองดาน บทนิยามท่ีดีตองมีความเปนสากลและเม่ือกําหนดข้ึนมาแลวจะตองไมมีขอโตแยง

ใดๆ  

3. สัจพจน (axioms) คือขอความท่ีตกลงกันวาเปนจริงเปนที่ยอมรับรวมกันโดยไมตองพิสูจน

เชน มีเสนตรงเพียงเสนเดียวเทานั้นที่ผานจุดสองจุดที่กําหนดให  

4. ทฤษฎีบท (theorems) คือ ขอความทางคณิตศาสตรที่สามารถพิสูจนไดวาเปนจริงเสมอ 

โดยอาศัย ความรูทางตรรกศาสตรและการใหเหตุผลทางคณิตศาสตรเขามาชวยในการพิสูจน ระบบทาง

คณิตศาสตรเริ่มตนจากการสังเกตและพิจารณาความจริงในธรรมชาติจนคนพบขอสรุปท่ีเปนนามธรรม 

ซึ่งจะถูกกําหนดในรูปพจนอนิยาม บทนิยามและทฤษฎีบท หลังจากนั้นจะใชตรรกศาสตรและการใหเหตุ

ผลตาง ๆ ชวยในการสรางทฤษฎีบท หรือขอความรูใหม ในทายที่สุดความรูเหลานี้อาจนํากลับไป
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ประยุกตใชกับธรรมชาติตอไปเปนวัฏจักรเชนนี้ไปเรื่อยๆ คําวาทฤษฎีบทในที่นี้รวมถึงขอความท่ีเกิดจาก

การพิสูจนอ่ืนๆที่เรียกวา บทตั้ง (lemma) และบทแทรก (corollary)  

การใหเหตุผลทางคณิตศาสตร  

วิชาคณิตศาสตรเปนวิชาท่ีเปนท้ังวิทยาศาสตรและศิลปศาสตรซ่ึงลักษณะพิเศษท่ีทําให

คณิตศาสตรแตกตางจาก วิทยาศาสตรสาขาอื่นและมีความเปนศิลปะคือการใหเหตุผลท่ีเปนแบบเฉพาะ

ซึ่งเรียกวาการใหเหตุผลเชิงนิรนัย ทําใหการศึกษาคณิตศาสตรนั้นไมจํากัดอยูที่การศึกษาปรากฏการณ

ธรรมชาติที่สังเกตไดเทานั้น แตยังสามารถ สรางขอสรุป หรือขอยุติ (conclusion) เก่ียวกับโครงสราง

คณิตศาสตรในเชิงจินตนาการได การสรุปขอความ ใดๆ ในคณิตศาสตรตองใชความสมเหตุ สมผล 

ภายใตขอกําหนดของระบบนั้น โดยใชความรูทางตรรกศาสตร เพ่ือหาขอสรุปนอกจากนี้คณิตศาสตรยัง

ถือเปนภาษาอยางหน่ึงท่ีมีความเปนภาษาสากล (universal language) เพราะสัญลักษณทาง

คณิตศาสตรเชน  
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เปนสัญลักษณท่ีทุกชาติทุกภาษาเขาใจตรงกัน กระบวนการใหเหตุผล (reasoning process) เปน

เครื่องมือที่นักคณิตศาสตรใชแสวงหาความรูใหม ๆ โดยการนําเอาความจริงอยางใดอยางหนึ่งหรือหลาย

อยางในระบบ ซึ่งเรียกวา เหตุหรือขอตั้ง (premises) มาวิเคราะหแจกแจงแสดงความสัมพันธ เพ่ือให

เกิดความจริงอันใหมขึ้น ซึ่งเรียกวา ผล หรือ ผลสรุป หรือ ขอยุติ (conclusion)กระบวนการใหเหตุผล

แบงออกเปน 2 ลักษณะดังนี้  

1. การใหเหตุผลเชิงอุปนัย (inductive reasoning) เปนการสรุปความรูใหม หรือสรุปผลการ

คนหา ความจริง โดยอาศัยขอสังเกตหรือผลการทดลองหลาย ๆ ตัวอยาง จากกรณียอย ๆ แลวสรุปเปน

ความรูแบบ ท่ัวไปซึ่งผลสรุปท่ีไดจากการใหเหตุผลแบบนี้ไมไดถูกบังคับจากเหตุที่กําหนดให เนื่องจาก

เหตุแตละเหตุที่กําหนดใหหรือนํามาอางอิงเปนอิสระตอกัน  

ตัวอยางเชน จงหาพจนที่ n  ของ 1,3,5,7,9,…  

พิจารณาแตละพจนของลําดับตอไปนี้  

พจนที ่1 คือ 1  

พจนที ่2 คือ 3 เขียนไดเปน 2(2) -1  

พจนที ่3 คือ 5 เขียนไดเปน 2(3) -1 

พจนที ่4 คือ7 เขียนไดเปน 2(4) -1   
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พจนที ่5 คือ 9 เขียนไดเปน 2(5) -1  

จากการสังเกตพบวา พจนที่ n  จะอยูในรูป 2 1n   

โดยทั่วไป การใหเหตุผลแบบอุปนัยนิยมใชในการศึกษาคนควาสมบัติตางๆทางวิทยาศาสตรเชน

ขอ สรุปที่วา“สารสกัดที่ไดจากสะเดาสามารถใชเปนยากําจัดศัตรูพืชได”เปนขอสรุปที่ไดจากการทดลอง

นําสารสกัด จากสะเดาไปกําจัดศัตรูพืชซ้ํากันหลายๆครั้งแลวไดผลตรงกันคือปริมาณศัตรูพืชลดลง หรือ

ในทางคณิตศาสตร จะใชในเรื่องการสรางสัจพจน เชน ในเรขาคณติแบบยุคลิด เม่ือทดลองลากเสนตรง

สองเสนใหตัดกัน จะพบวา เสนตรงสองเสนจะตัดกันเพียงจุดเดียวเทานั้นไมวาจะทดลองลากก่ีครั้งก็ตาม

จึงสรุปไดวาเสนตรงสองเสนตัดกันเพียงจุดเดียวเทานั้น 

2. การใหเหตุผลเชิงนิรนัย (deductive reasoning) เปนการสรุปความรูใหม หรือ ขอความ

จริงใหม ซึ่งเรียกวาผลสรุปจากการนําขอความที่กําหนดใหซึ่งยอมรับวาเปนจริง ซึ่งเรียกวาเหตุ ถาเหตุที่

กําหนดใหนั้นบังคับใหเกิดผลสรุป แสดงวาการใหเหตุผลดังกลาวสมเหตุสมผล (valid) แตถาเหตุที่

กําหนดใหไมสามารถจะบังคับใหเกิดผลสรุปได แสดงวาการใหเหตุผลดังกลาวไมสมเหตุสมผล (invalid)  

ตัวอยางเชน จงพิจารณาวาการใหเหตุผลตอไปนี้เปนการใหเหตุผลที่สมเหตุสมผลหรือไมเพราะเหตุใด 

 เหตุ   1) หมูเปนสัตวน้ํา  

2) สัตวน้ําทุกชนิดออกลูกเปนตัว  

ผลสรุป หมูออกลูกเปนตัว  

การใหเหตุผลขางตนน้ีสมเหตุสมผลเนื่องจากโดยเหตุ 1) หมเูปนสัตวนํ้า และเหตุ 2) จะบังคับ

ใหสัตวนํ้าทุกชนิดออกลูกเปนตัว จึงสมเหตุสมผลท่ีจะสรุปวาหมูออกลูกเปนตัว  

การใหเหตุผลเชิงนิรนัยนี้จะตองยอมรับเหตุวาเปนจริงเสียกอน เชน จากตัวอยางขางตน ถาเกิด

การถกเถียงหรือไมยอมรับวาหมูเปนสัตวน้ําแลว ก็ไมสามารถสรุปผลออกมาไดหรือไดผลท่ีไมตรงกัน 

ในยุคแรกมนุษยศึกษาหาความรูใหมดวยสัญชาตญาณของความอยูรอดอาศัยการลองผิดลองถูก

หลายๆครั้ง แลวสรุปผลเปนความรูโดยไมทราบเหตุผลวาทําไมจึงเปนเชนนั้น ปจจุบันมนุษยใช

กระบวนการใหเหตุผลมาชวยในการแสวงหาความรูใหม การใหเหตุผลที่จะกลาวถึงในท่ีนี้เปนวิธีการให

เหตุผลโดยสรุปผลจากเหตุหรือขอความ รูเดิมที่ยอมรับกันมาแลว ซึ่งถาสรุปอยางสมเหตุสมผลจะเกิด

เปนกฎหรือทฤษฎีบทโดยใชตรรกศาสตรเชิงคณิตศาสตรซ่ึงจะไดกลาวถึงในหัวขอถัดไป 
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ตรรกศาสตรเบ้ืองตน 

ประพจนและคาความจริงของประพจน 

ประพจน (proposition (or statement)) คือ ประโยค (sentence) ที่บอกไดวาเปนจริงหรือเท็จเพียง
อยางใดอยางหนึ่ง ดังนั้น ทุกประพจนจะตองมีคาความจริงเพียงคาเดียว คือ จริง (จะเขียนแทนดวย T ) 
หรือ เท็จ (จะเขียนแทนดวย F ) เพียงอยางใดอยางหนึ่งเทานั้น 

ตัวอยาง เชน จงพิจารณาวาขอความตอไปนี้เปนประพจนหรือไมเพราะเหตุใด 

3 เปนจํานวนตรรกยะ   

เปนประพจน เพราะตอบไดวาเปนจริงเพียงอยางเดียว 

1 + 3 = 6   

เปนประพจน เพราะตอบไดวาเปนเท็จเพียงอยางเดียว 

 x + 3 = 7   

ไมเปนประพจน เพราะไมสามารถตอบไดวาจริงหรือเท็จเนื่องจากไมทราบคา x 

เราเรียกประพจนที่เปนประโยคเดียวดังตัวอยางขางตนวา ประพจนเชิงเดี่ยว (simple 
statement) ในทางคณติศาสตรเราสามารถนําประพจนเชิงเด่ียวมาเช่ือมกันไดโดยอาศัยตัวเช่ือมทาง
ตรรกศาสตร (logical connective)mซึ่งจะถูกเรียกวาเปน ประพจนเชิงซอน (complex statement) 
โดยเราสามารถระบุคาความจริงของประพจนเชิงซอนไดตามบทนิยามตอไปนี้ 

ความจริงของประพจนเชิงซอน 

นิยาม 3.1.1.1 ให p  และ q  เปนประพจน 

ประพจนรวม (conjunction) ของ p  และ q เขียนแทนดวย p q  คือประพจน “ p  และ q ” 

ซ่ึงเปนจริงเพียงกรณีเดียวคือกรณีท่ีท้ัง p  และ q  เปนจริง 

ประพจนเลือก (disjunction) ของ p  และ q  เขียนแทนดวย p q  คือประพจน “ p  หรือ q ” 

ซึ่งเปนจริงเม่ืออยางนอย p  เปนจริงหรือ q  เปนจริง 

ประพจนมีเงื่อนไข (conditional) ของ p  และ q  เขียนแทนดวย p q  คือ ประพจน 

“ถา p  แลว q ” เราเรียก p  วาเหต ุ(antecedent) และเรียก q  วาผลหรือขอตาม (consequent) 

ประพจนมีเงื่อนไขนี้จะเปนจริง เมื่อเหตุเปนเท็จ หรือผลเปนจริง 



      10 
 

ประพจนเงื่อนไขสองทาง (bi-conditional) ของ p  และ q  เขียนแทนดวย p q  คือ ประพจน 

“ p  ก็ตอเมื่อ q ” (if and only if)  ประพจนเงื่อนไขสองทางนี้จะเปนจริง เมื่อ p  และ q  มีคาความ

จริงเหมือนกันเทานั้น 

ประพจนนิเสธ (negation) ของ p  เขียนแทนดวย p  คือประพจน “ไมใช p ” ประพจนนี้     จะ

มีคาความจริงตรงขามกับ p  นั่นคือ p  เปนจริงเมื่อ p  เปนเท็จและ p  เปนเท็จเมื่อ p   

เปนจริง 

 จากนิยาม 3.1.1.1 นี้ สามารถสรุปคาความจริงของประพจนเชิงซอนไดตามตารางตอไปนี้ 

ตารางที่ 3.1 คาความจริงของประพจนเชิงซอนในแตละกรณี 

p  q  p q  p q  p q  p q  p  

T  T  T  T  T  T  F  

T  F  F  T  F  F  F  

F  T  F  T  T  F  T  

F  F  F  F  T  T  T  
 

นิยาม 3.1.1.2 การสมมูลกันของประพจนการสมมูลกันของประพจน 

เราจะกลาววา ประพจน p  สมมูล (equivalence) กับประพจน q  ก็ตอเมื่อ ทั้งสองประพจนมีคา

ความจริงเหมือนกันในทุกกรณี ในกรณีนี้จะเขียนแทนดวย p q  และเมื่อประพจนสองประพจนสมมูล

กันเราสามารถใชประพจนนั้นแทนกันได 

นิยาม 3.1.1.3  สําหรับประพจน  p q  เราเรียก 

ประพจน q p  วา บทกลับ (converse) ของ p q  

ประพจน q p   วา ประพจนแยงสลับที่ (contrapositive) p q  

ประพจน p q   วา ประพจนผกผัน (inverse) ของ p q  

 ซึ่งเราสามารถแสดงไดวา p q q p     แต p q q p    

นิยาม 3.1.1.4 สัจนิรันดรและขอขัดแยง 

เราจะกลาววา ประพจน p  เปน สัจนิรันดร(tautology) ก็ตอเม่ือ p  มีคาความจริงเปนจริง 

ในทุกกรณี 
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เราจะกลาววา ประพจน q  เปน ขอขัดแยง (contradiction) ก็ตอเมื่อ q  มีคาความจริงเปน 

เท็จในทุกกรณี 

ทฤษฎีบท 3.1.1.5 สัจนิรันดรท่ีสําคัญ: ประพจนตอไปน้ีเปนสัจนิรันดร 

T1  p p      excluded middle 

T2  ( )p p   

T3  ก. ( ) ( )p q r p q r       กฎการเปลี่ยนกลุม (associative law) 

ข. ( ) ( )p q r p q r      

T4  ก. ( ) ( ) ( )p q r p q p r       กฎการแจกแจง (distributive law) 

ข. ( ) ( ) ( )p q r p q p r       

T5  ก. ( )p q p q        กฎเดอมอรแกน (De Morgan's law) 

ข. ( )p q p q      

T6  ก. ( )p q p q    

ข. ( )p q p q     

T7  ( ) ( )p q q p      กฎการแยงสลับที่ (contrapositive law) 

T8  (( ) )p q p q      modus ponen 

T9  (( ) ( ))p q q p      modus tolleus 

T10  (( ) ( )) ( )p q q r p r      hypothetical syllogism 

T11  ( ) ( )p q p q      disjunctive syllogism 

T12  ( )p p q      addition 

T13  ก. ( )p q p     simplification 

ข. ( )p q q   

T14  ก. ( ) ( ) ( )p r q r p q r       

ข. ( ) ( ) ( )p q p r p q r       
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T15  ( ( ))p p q q     

T16  ( ) (( ) ( ))p q p q q p      

 

ประโยคเปดและประพจนท่ีมีตัวบงปริมาณ 

ประโยคที่มีตัวแปร เชน “ x  เปนจํานวนตรรกยะ” ไมเปนประพจนเพราะตัดสินไมไดวามีคา
ความจริงเปนจริงหรือเท็จข้ึนกับคาของตัวแปรท่ีแทนลงไป ถาแทน x  ดวย 2 ไดประโยค “2 เปน
จํานวนตรรกยะ” ซึ่งมีคาความจริงเปนจริง แตถาแทน x  ดวย 2  จะไดประโยค “ 2  เปนจํานวน
ตรรกยะ” ซึ่งมคีาความจริงเปนเท็จ ประโยคในลักษณะดังกลาวนี้เรียกวา ประโยคเปด (open 
sentence) ที่ม ี x  เปนตัวแปร (ประโยคเปดโดยทั่วไปอาจจะมีตัวแปรมากกวาหนึ่งตัวก็ได) ประโยคเปด
อาจจะเปนประพจนเมื่อแทนตัวแปรเหลานี้ดวยสิ่งของเฉพาะเจาะจง เราเรียกหมู (collection) หรือเซต 
(set) ของสิ่งของที่นํามาแทนในประโยคเปดแลวมีคาความจริงเปน 

จริงหรือเท็จเพียงอยางใดอยางหนึ่งวา เอกภพสัมพัทธ(universal) 

สัญกรณ (notation) ของประโยคเปด P  ซึ่งมีตัวแปรเปน 1 2 3, , ,..., kx x x x  คือ 

1 2 3( , , ,..., )kP x x x x กรณีที่มีตัวแปรเพียงตัวเดียวคือ x  เราจะเขียน ( )P x  แทนประโยคเปดดังกลาว 

ในบางกรณีการระบุเอกภพสัมพัทธใหกับประโยคเปดเพียงอยางเดียวนั้น ยังไมเพียงพอที่จะทําให
กลายเปนประพจนไดเสมอไป เชน ประโยค “ 1x  เทากับ 2 3x x ” เปนประโยคเปด 3 ตัวแปร ถาแทน

ประโยคนี้ดวย 1 2 3( , , )P x x x  และใหเอกภพสัมพัทธคือ เซตของจํานวนจริง   แลว (1, 2, 3)P คือ “1 

= 2 + 3” มีคาความจริงเปนเท็จ สวน (3, 2,1)P  คือ “3 = 2 + 1” มีคาความจริงเปนจริง วิธีหนึ่งของ

การสรางประพจนจาก ( )P x  ที่ระบุเอกภพสัมพัทธแลว คือ การเติม ตัวบงปริมาณ (Quantifiers) ลง

ไป ซึ่งตัวบงปริมาณที่ใชนําหนาประโยคเปดมี2 ชนิดคือ 

1. ตัวบงปริมาณสําหรับทุกตัว (universal quantifier) “ ” อานวา “สําหรับทุก” หรือ 
“สําหรับแตละ” หรือ “ทุกๆ” (for-all) 

2. ตัวบงปริมาณสําหรับตัวมีจริง (existential quantifier) “” อานวา “มี” หรือ     “มี
อยางนอยหนึ่ง” หรือ “มีบางตัว” 

บทนิยาม 3.1.1.6  คาความจริงของประพจนที่มีตัวบงปริมาณ 

ให ( )P x  เปนประโยคเปดที่มี x  เปนตัวแปร และ U  เปนเอกภพสัมพัทธ 

ประพจน [ ( )]x U P x    มีคาความจริงเปน จริง ก็ตอเมื่อ ทุก x U  เม่ือแทนใน ( )P x  

แลว มีคาความจริงเปนจริง 
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ประพจน  [ ( )]x U P x   มีคาความจริงเปน จริง ก็ตอเมื่อ มี a U  บางตัว ที่เมื่อแทนใน 

( )P x  แลว ( )P a  มีคาความจริงเปนจริง 

นิยาม 3.1.1.7 ตัวบงปริมาณมีเพียงสิ่งเดียว 

สําหรับประโยคเปด ( )P x  ประพจนในรูปสัญลักษณ “ ! [ ( )]x P x ” อานวา “มี x  เพียงตัวเดียว 

เทานั้นที่เปน ( )P x ” และเรียกสัญลักษณ !  วา ตัวบงปริมาณมีเพียงสิ่งเดียว (unique existence 

quantifier) ซึ่งประพจน “ ! [ ( )]x P x ” จะเปนจริง ก็ตอเม่ือมี “ a ” เพียงตัวเดียวเทานั้นในเอกภพ

สัมพัทธที่ทําให “ ( )P a ” เปนจริง 

3.1.2 วิธีการพิสูจนประพจนตามตัวเชื่อมทางตรรกศาสตร 

การพิสูจน (proof) คือการอธิบาย การอางเหตุผล (argument) อยางสมเหตุสมผลของ
ขอความจริงที่เรียกวากฎ หรือทฤษฎีบท การพิสูจนโดยทั่วไปจะเริ่มจากสมมติฐาน (hypothesis or 
assumption) ในกฎหรือทฤษฎีบท และดําเนินการอางเหตุผลเพื่อใหไดขอสรุปหรือขอยุติ(conclusion) 
ของกฎหรือทฤษฎีบทนั้นโดยใชขอความที่เปนสมมติฐาน บทนิยาม สัจพจนหรือทฤษฎีบทกอนหนานั้นที่
ยอมรับวาเปนจริง การอางเหตุผลจากสมมติฐาน แลวไดขอสรุปอยางสมเหตุสมผลในเชิงตรรกศาสตร
หมายความวา ขอสรุปเปนจริงเมื่อใดก็ตามที่ทุกขอความในสมมติฐานเปนจริง นั่นคือประพจน q  เปน

ขอสรุปอยางสมเหตุสมผลจากสมมติฐาน 1 2 3, , ,..., nh h h h  ก็ตอเมื่อรูปแบบของประพจน 

1 2 3( ... )nh h h h q      เปนสัจนิรันดร 

ในการเขียนพิสูจนขอความหนึ่ง เราจะนํารูปแบบของประพจนท่ีเปนสัจนิรันดรตามท่ีกลาวไว
แลวในทฤษฎีบท 3.1.1.5  (T1 ถึง T16) มาใชดวยเหตุผลหลายประการ เหตุผลประการแรกคือ รูปแบบ
ของประพจนที่เปนสัจนิรันดรจะนําไปเขียนในขั้นตอนใดก็ไดของการพิสูจน (ตามที่ตองการ) เชน การ
พิสูจนเกี่ยวกับ “จํานวนจริง x ” เราอาจจะแทนดวย “ 0x   หรือ 0x  ” ไดเนื่องจาก p p   

เปนสัจนิรันดร (T1) อีกประการหนึ่งคอืประพจนสัจนิรันดร T1 ถึง T16 สวนใหญอยูในรูปของประพจน
เชิงซอน 2 ประพจนเชื่อมดวยตัวเชื่อมหลัก “ ” ทําใหประพจนทั้งสองมีคาความจริงเหมือนกันในทุก
กรณ ีดังนั้นในข้ันตอนของการพิสูจน เราสามารถเขียนประพจนท่ีสมมูลกันแทนกันไดเชน ถาขั้นตอน
หนึ่งของการพิสูจนคือประพจน 

“ไมเกิดกรณีที ่ x  เปนจํานวนเฉพาะ และ 30x  ” 

เราอาจใช T5 และแทนดวยประโยคใหมเปน 

“ x  ไมเปนจํานวนเฉพาะ หรือ 30x  ” 

ประพจนท่ีเปนข้ันตอนหนึ่งของการพิสูจนมักจะเปนขอสรุปตามมาจากข้ันตอนกอนหนานั้น 
หรือจากความรูอ่ืน เราอาจใช T8 ในการอางเหตุผลไดนั่นคือ เราอาจจะสรุปวาประพจน q  เปนจริงได



      14 
 

ในข้ันตอนตอจากท่ีไดแลววาประพจนท้ังสองคือ p  และ p q  เปนจริงซ่ึงไดจากข้ันตอนการพิสูจน

กอนหนานั้น เราเรียกหลักเกณฑนี้วา หลักเกณฑโมดัส โพเนน (modus ponen) ซ่ึงใชบอยมากในการ
พิสูจน 

การพิสูจนขอความหนึ่งวาเปนจริง เราจะตองหาใหไดกอนวาขอความท่ีจะพิสูจนน้ันมีสมมตฐิาน
วาอยางไรและขอสรุปวาอยางไร โดยทั่วไปแลวขอความที่เปนสมมติฐานจะกลาวไวในรูป “สมมติ p ” 

เพ่ือเตือนวาขอความนี้ไมไดมาจากการพิสูจนจากขอความอ่ืน และในแตละขั้นของการพิสูจนจะตองถาม
ตัวเองวาการอนุมานขั้นหนึ่งวาเปนจริงนั้น ไดมาจากสัจนิรันดรหรือสัจพจนหรือทฤษฎีบทใดเพ่ือปองกัน
ขอผิดพลาด วิธีการพิสูจนจะขึ้นกับรูปแบบเชิงตรรกศาสตรท้ังตัวเชื่อมประพจนและตัวบงปริมาณของ
ขอความนั้นๆ ซึ่งจะกลาวถึงตอไป 

วิธีการพิสูจนประพจนตามตัวเช่ือมทางตรรกศาสตร 

ในหัวขอนี้เราจะกลาวถึงวิธีการพิสูจนประพจนหรือขอความในรูปแบบตาง ๆ ตามตัวเชื่อมทาง
ตรรกศาสตรเพ่ือเปนแนวคิดสําหรับใชในการพิสูจนในงานวิจัยชิ้นนี้ตอไปโดยจะยกตัวอยางประกอบใน
บางกรณีพอสังเขปใหพอเขาใจระเบียบวิธีการพิสูจนทางคณิตศาสตร ซึ่งเราแยกวิธีการพิสูจนประพจน
ตามรูปแบบของประพจนดังนี้ 

1. การพิสูจนประพจนในรูป p q  

วิธีการพิสูจน p q  ที่นิยมใชกันมากมี 2 วิธีซ่ึงไดแกคือ การพิสูจนตรง (direct proof) 

และ การพิสูจนแยงสลับที่ (contrapostive proof) ซึ่งแตละวิธีมีรูปแบบการพิสูจนดังตอไปนี้ 

วิธีที่ 1 การพิสูจนตรง 

เนื่องจาก p q  เปนเท็จเพียงกรณีเดียวคือ กรณีท่ี p  เปนจริง และ q  เปนเท็จ ดังนั้นถาตองการ

พิสูจนวา p q  เปนจริง เราตองแสดงใหไดวาไมเกิดกรณีที่ p  เปนจริง และ q  เปนเท็จ นั่นคือ 

แสดงโดยตรงวาเมื่อให p  เปนจริงแลว จะได q  จริง 

ดังนั้น การพิสูจนโดยวิธีตรงเราจะเริ่มตนจากให p  เปนจริง แลวเรียงลําดับประพจนที่ทราบ

แลววาเปนจริงพรอมใหเหตุผลอยางสมเหตุสมผลจนไดขอสรุป q  ซึ่งสรุปไดดังนี้ 

สรุปข้ันตอนการพิสูจนตรง  

(1) ให p  เปนจริง 

(2) อางเหตุผลท่ีสมเหตุสมผลซึ่งอาจมีการใชนิยามหรือทฤษฎีบทตางๆกอนนี้มากกวา 1 คร้ัง 
(3) สรุปใหได p    
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ตัวอยาง 3.1.2.1 จงพิสูจนวา “ถา n  เปนจํานวนเต็มคูแลว 2n  จะเปนจํานวนเต็มคู” 

การพิสูจน กอนอ่ืนพิจารณานิยามหรือทฤษฎีบทหรือความรูที่เปนขอเท็จจริงที่เก่ียวของกับการพิสูจนนี้
กอน ซึ่งในที่นี้ก็คือนิยามของจํานวนเต็มคู ซึ่งกลาววา “ให n  เปนจํานวนเต็ม จะกลาววา n  เปน 
จํานวนเต็มคู (even number) ก็ตอเมื่อ มีจํานวนเต็ม k  ซึ่ง 2n k ” จากนั้นจะเริ่มการพิสูจนดังนี้ 

ให n  เปน จํานวนเต็มคู  
จะไดวา มีจํานวนเต็ม k  ซึ่ง 2n k   

ดังนั้น  22 2 22 4 2(2 )n k k k   เมื่อ 22k เปนจํานวนเต็ม  

ดังนั้นโดยนิยามของจํานวนเต็มคู จึงสรุปไดวา 2n  เปนจํานวนเต็มคู 
 
วิธีที่ 2 การพิสูจนแยงสลับที่ 
จาก T7 ไดวา p q  สมมูลกับ q p   ดังนั้นการพิสูจนวิธีนี้จะเปนการการพิสูจน  q p   
โดยวิธีตรง แลวสรุป p q  เปนจริง  

สรุปข้ันตอนการพิสูจนแยงสลับที่ 
(1) สรางขอความแยงสลับที่ q p   

(2) ทําการพิสูจนตรงขอความ q p   โดย 

2.1 ให q  เปนจริง 

2.2 อางเหตุผลท่ีสมเหตุสมผลซึ่งอาจมีการใชนิยามหรือทฤษฎีบทตางๆกอนนี้มากกวา 1 คร้ัง 
2.3 สรุปใหได p  

(3) สรุป p q  เปนจริง 

   
ตัวอยาง 3.1.2.2 จงพิสูจนวา “ถา 2n  เปนจํานวนเต็มคูแลว n  จะเปนจํานวนเต็มคู” 
การพิสูจน โดย T7 จะไดขอความที่ตองการพิสูจนสมมูลกับขอความ “ถา n  เปนจํานวนเต็มคี่แลว 2n  
จะเปนจํานวนเต็มค่ี”  ดังนั้นเราจะพิสูจนขอความนี้ โดยวิธีตรง ซ่ึงกอนอ่ืนพิจารณานิยามหรือทฤษฎีบท
หรือความรูท่ีเปนขอเท็จจริงท่ีเก่ียวของกับการพิสูจนน้ีกอน ซึ่งในท่ีนี้ก็คือนิยามของจํานวนเต็มคี่ ซึง่
กลาววา “ให n  เปนจํานวนเต็ม จะกลาววา n  เปน จํานวนเต็มค่ี (odd number) ก็ตอเมื่อ มีจํานวน
เต็ม k  ซึ่ง 2 1n k  ” จากนั้นจะเริ่มการพิสูจนดังนี้ 

ขอความแยงสลับที่คือ “ถา n  เปนจํานวนเต็มคี่แลว 2n  จะเปนจํานวนเต็มค่ี” 
ทําการพิสูจนตรงขอความดังกลาว โดย 

ให n  เปน จํานวนเต็มค่ี 

โดยนิยามของจํานวนเต็มคี่ จะไดวา มีจํานวนเต็ม k  ซึ่ง 2 1n k   

ดังนั้น  22 2 22 1 4 4 1 2(2 2 ) 1n k k k k k         เม่ือ 22 2k k เปนจํานวนเต็ม  
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ดังนั้นโดยนิยามของจํานวนเต็มคี่ จึงสรุปไดวา 2n  เปนจํานวนเต็มคี่ 

โดยการพิสูจนออมนี้จึงสรุปวา “ถา 2n  เปนจํานวนเต็มคูแลว n  จะเปนจํานวนเต็มคู” 

 2. การพิสูจนประพจน p  โดยขอขัดแยง (proof of p  by contradiction) 

จากประพจนที่เปนสัจนิรันดร T15 เราไดวา p  สมมูลกับ ( )p q q    ดังนั้น การพิสูจน

( )p q q    จึงเพียงพอที่จะสรุปวาประพจน p  เปนจริง และจะเห็นวาในการพิสูจน

( )p q q    นั้น อยูในรูปแบบของการพิสูจนตรง ซึ่งจะตองไดผลสรุปเปนขอขัดแยงกันคือ 
( )q q   

การพิสูจนโดยขอขัดแยงสามารถใชกับประพจนหรือขอความใดก็ได ในขณะที่การพิสูจนตรง
และการพิสูจนแยงสลับที่จะใชกับประพจนมีเงื่อนไขเทานั้น ในการพิสูจนโดยขอขัดแยงนี้เราจะไมเห็น
ประพจน q  ปรากฏ และเราไมทราบวาจะใชประพจนใดสําหรับ q  แตจะพบประพจนหนึ่งที่เหมาะสม

ในขั้นตอนของการพิสูจน 

สรุปข้ันตอนการพิสูจนประพจน p  โดยขอขัดแยง 

(1) ทําการพิสูจนตรงขอความ ( )p q q    โดย 

1.1 ให p  เปนจริง 

1.2 อางเหตุผลท่ีสมเหตุสมผลซึ่งอาจมีการใชนิยามหรือทฤษฎีบทตางๆกอนนี้มากกวา 1 คร้ัง 
1.3 สรุปใหได q q   สําหรับบางประพจน q  ที่เหมาะสม 

(2) สรุปวาประพจน p  เปนจริง 

ตัวอยาง 3.1.2.3 จงพิสูจนวา “ 2  เปนจํานวนอตรรกยะ” 
การพิสูจน พิจารณานิยามหรือทฤษฎีบทหรือความรูท่ีเปนขอเท็จจริงท่ีเก่ียวของกับการพิสูจนนี้กอน ซึ่ง
ในที่นี้ก็คือนิยามของจํานวนอตรรกยะและจํานวนตรรกยะ ซึ่งกลาววา  

ให ,r s  เปนจํานวนจริง จะกลาววา  

r  เปน จํานวนตรรกยะ (rational number) ก็ตอเมื่อ มีจํานวนเต็ม a  และ b  โดยที่ 0b   

ที่ทําให 
a

r
b

  

s  เปน จํานวนอตรรกยะ (irrational number) ก็ตอเมื่อ s  ไมเปนจํานวนตรรกยะ 

จากนั้นจะเริ่มการพิสูจนดังนี้ 

 ให 2  ไมเปนจํานวนอตรรกยะ นั่นคือ 2  เปนจํานวนตรรกยะ 
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โดยนิยามจํานวนตรรกยะ จะไดวามีจํานวนเต็ม a  และ b  โดยที่ 0b   ที่ทําให 2
a

b
  

ซึ่งในที่นี้ไมเสียนัยทั่วไปที่จะสมมติวา 
a

b
 เปนเศษสวนอยางต่ํา 

จะได 
2

2
2

a

b
   (โดยการยกกําลังสองท้ังสองขางของสมการ) และไดวา 2 22a b  

โดยนิยามของจํานวนเต็มคูจะได 2a  เปนจํานวนเต็มคู 

โดยตัวอยาง 3.1.2.2 ซึ่งไดพิสูจนแลววาเปนจริง สามารถสรุปไดวา a  เปนจํานวนเต็มคู 

โดยนิยามของจํานวนเต็มคูจะได 2a k   สําหรับบางจํานวนเต็ม k  

จาก 2 22a b  จะได  2 22 2k b  ดังนั้น 2 24 2k b  และไดวา 2 22b k  

โดยนิยามของจํานวนเต็มคูจะได 2b  เปนจํานวนเต็มคู 

โดยตัวอยาง 3.1.2.2 ซึ่งไดพิสูจนแลววาเปนจริง สามารถสรุปไดวา b  เปนจํานวนเต็มคู 

จะได 2b m   สําหรับบางจํานวนเต็ม m  

ดังนั้น 
2

2

a k

b m
  ซึ่งไมเปนเศษสวนอยางต่ํา ขัดแยงกับที่สมมติไววา 

a

b
 เปนเศษสวนอยางต่ํา 

เพราะฉะนั้น 2  เปนจํานวนอตรรกยะ 

จากตัวอยาง 3.1.2.3 จะเห็นวาเราจบการพิสูจนดวยประพจน q q   เม่ือ q  คือประพจน 
a

b
 เปนเศษสวนอยางต่ํา ซึ่งเราไมสามารถทราบลวงหนาไดกอนการพิสูจน จะตองใชการสังเกตไปใน

ระหวางการพิสูจนเพ่ือหาประพจน q  ที่เหมาะสม 

3. การพิสูจนประพจน p q  โดยขอขัดแยง 

การพิสูจนนี้ทําไดโดยสมมติให ( )p q  เปนจริง แลวหาขอความขัดแยงกัน เนื่องจาก

ประพจน ( )p q  สมมูลกับประพจน p q   ดังนั้นเราจะพิสูจนประพจน 

( ) ( )p q r r     สมมูลกับประพจน p q   

สรุปข้ันตอนการพิสูจนประพจน p  โดยขอขัดแยง 

(1) ทําการพิสูจนตรงขอความ ( ) ( )p q r r     โดย 

1.1 ให p q   เปนจริง ซึ่งก็คือการใหทั้ง p  และ q  เปนจริง 
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1.2 อางเหตุผลท่ีสมเหตุสมผลซึ่งอาจมีการใชนิยามหรือทฤษฎีบทตางๆกอนนี้มากกวา 1 คร้ัง 
1.3 สรุปใหได r r   สําหรับบางประพจน r  ที่เหมาะสม 
(2) สรุปวาประพจน p q  เปนจริง 

4. การพิสูจนประพจนในรูป p q  

จากประพจน p q  สมมูลกับ ( ) ( )p q q p    ดังนั้นเราจะพิสูจนวา p q  เปน 

จริง โดยพิสูจนใหไดวา p q  เปนจริง และ q p  เปนจริงโดยวิธีใดก็ได 

สรุปข้ันตอนการพิสูจนประพจนในรูป p q  

(1) พิสูจนวา p q  เปนจริง ตามขั้นตอนกอนหนานี้ที่เหมาะสม 

(2) พิสูจนวา q p  เปนจริง ตามขั้นตอนกอนหนานี้ที่เหมาะสม 

(3) สรุป p q  เปนจริง 

5. การพิสูจนประพจนในรูป ( )p q r   การพิสูจนนี้เรียกอีกอยางวา การพิสูจนแบบแจง

กรณ ีโดยอาศัยสัจนิรันดร T14 ก. ที่วา p q r   สมมูลกับ 

( ) ( )p r q r    ดังนั้นในการพิสูจนวา ( )p q r   เปนจริง เราจะพิสูจนวา p r  เปนจริง 

และพิสูจน q r  เปนจริง  

สรุปข้ันตอนการพิสูจนประพจนในรูป ( )p q r   

(1) พิสูจนวา p r  เปนจริง ตามขั้นตอนกอนหนานี้ที่เหมาะสม 

(2) พิสูจนวา q r  เปนจริง ตามขั้นตอนกอนหนานี้ที่เหมาะสม 

(3) สรุป ( )p q r   เปนจริง 

6. การพิสูจนประพจนในรูป p q  

จากประพจนสัจนิรันดร T6 ไดวา p q  สมมูลกับ p q  ดังนั้นเราจะพิสูจนวา p q  
เปนจริงแทน 

ในอีกทางหนึ่ง เนื่องจาก p q  สมมูลกับ q p  เชนกัน ดังนั้นในทํานองเดียวกัน การพิสูจน

วา p q  เปนจริงเราอาจจะพิสูจนวา q p  เปนจริงแทนก็ไดเชนกัน 

สรุปข้ันตอนการพิสูจนประพจนในรูป p q  

(1) พิสูจนวา p q  เปนจริงหรือพิสูจนวา q p  เปนจริงอยางใดอยางหนึ่งตาม

ขั้นตอนกอนหนานี้ที่เหมาะสม 
(2) สรุป p q  เปนจริง 
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3.2 การรวบรวมขอมูล 

 เนื่องจากเปนงานวิจัยเชิงคณิตศาสตรบริสุทธ์ิซึ่งมุงเนนการสรางองคความรูทางคณิตศาสตรใน

เชิงนามธรรม จึงใชการสรางตัวอยางใหเห็นเปนขอมูลเบื้องตนหลายๆตัวอยาง แลวใชการใหเหตุผลแบบ

อุปนัยและนิรนัยในหัวขอ 3.1 เพ่ือตั้งสมมติฐานซึ่งคาดวาจะเปนจริง  

3.3 การวิเคราะหขอมูล 

 จากการรวบรวมขอมูลในหัวขอ 3.2 จนไดสมมติฐานหรือขอสังเกตแลว จะทําการตรวจสอบ

หรือพิสูจนสมมติฐานโดยระเบียบวิธีการพิสูจนทางคณิตศาสตรในหัวขอ 3.1 อีกคร้ังหนึ่ง แลวสรุปผล

เปนทฤษฎีบทหรือองคความรูใหม 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 




